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Publiés par la Société mathématique du Canada (SMC), les livrets de la
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Tous droits réservés. Aucune partie de cet ouvrage ne peut être
reproduite ou utilisée par quelque procédé ou quelque façon que ce soit, y compris
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Avant-propos

On constate actuellement un fort déclin de la géométrie dans les programmes

de mathématiques de nombreux pays. Dans ces conditions, l’étudiant con-

fronté à un problème de géométrie (d’une olympiade, par exemple) peut se

sentir à court d’idées, bien en peine, par manque de pratique et de connais-

sances, de découvrir une solution « par la géométrie pure ». La géométrie

analytique pourra souvent lui apporter une aide appréciable, en l’emmenant

rapidement sur le terrain plus familier de l’algèbre élémentaire. Ce tome de

la série ATOM propose de nombreux problèmes, certains classiques, tous

traités dans le cadre de la géométrie analytique. Dans les quatre premiers

chapitres, après des rappels illustrés d’exemples entièrement traités, plu-

sieurs problèmes sont proposés, tous résolus dans le cinquième chapitre.

J’espère ainsi fournir à l’étudiant une méthode directe et simple de résolu-

tion et par là, renforcer son assurance et aviver son goût pour la géométrie.

Un grand merci à Frédéric Gourdeau pour sa relecture attentive et ses ju-

dicieux conseils, ainsi qu’à mon fils Vincent pour son aide précieuse en

informatique.

Michel Bataille

Michel Bataille est professeur agrégé de mathématiques. Maintenant re-

traité, il enseignait près de Rouen (France), en classes préparatoires aux

grandes écoles d’ingénieurs. Principalement intéressé par la géométrie et le

problem-solving, il propose régulièrement solutions et problèmes aux pro-

blem corners de plusieurs revues, en particulier Crux Mathematicorum où

il tient la chronique Focus On... Un recueil de ses problèmes, Quand les

mathématiques posent problèmes, est paru en 2014 aux éditions Ellipses.
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1 Repère quelconque

C’est Descartes qui au XVIIe siècle eut l’idée d’introduire le repérage en géo-

métrie. La résolution des problèmes par l’intermédiaire de l’algèbre devenait

alors possible, le principe étant de remplacer les éléments géométriques du

problème par des équivalents algébriques sur lesquels le calcul peut s’appli-

quer et conduire à une solution. Avantage séduisant : une attaque directe

du problème vient se substituer à des démarches pas toujours immédiates

(tracés complémentaires, idées astucieuses...). En revanche, la complexité

des calculs à mener peut apporter une limite au procédé.

Comment mettre en place ce repérage ? En géométrie plane, il suffit de fixer

une paire de droites sécantes, chacune étant munie d’un vecteur la diri-

geant. Plus précisément, si deux droites dirigées par les vecteurs
−→
i et

−→
j

se coupent en O, nous disposons du repère (O,
−→
i ,

−→
j ). Le point O est l’ori-

gine du repère et
−→
i ,

−→
j en sont les vecteurs de base. On sait comment alors

déterminer les coordonnées (α, β) d’un vecteur quelconque −→u : ce sont les

réels α, β définis, de manière unique, par la relation −→u = α
−→
i + β

−→
j . Les

coordonnées (xM , yM ) d’un point M sont tout simplement celles du vecteur
−−→
OM . Il en résulte en particulier que le vecteur

−−→
AB défini par le couple de

points (A,B) a pour coordonnées (xB − xA, yB − yA).

Figure 1.1
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Une conséquence immédiate : les coordonnées du milieu I de AB sont

(xA+xB
2 , yA+yB

2 ) (il suffit d’exprimer la relation
−→
AI =

−→
IB en termes de coor-

données). Nous venons déjà de traduire une notion de nature géométrique

par des relations de nature algébrique. Allons un peu plus loin et considérons

la colinéarité de deux vecteurs. Rappelons que le vecteur
−→
U est colinéaire

au vecteur
−→
V lorsque

−→
U = k

−→
V pour un certain réel k. Deux vecteurs sont

colinéaires si l’un est colinéaire à l’autre. Cette notion de colinéarité fournit

un langage vectoriel commode pour exprimer par exemple que les droites

AB et CD sont parallèles (ceci a lieu si et seulement si les vecteurs
−−→
AB et

−−→
CD sont colinéaires) ou encore que trois points P,Q,R sont alignés (équi-

valent à la colinéarité de
−−→
PQ et

−−→
QR par exemple).

Algébriquement, si (a, b) sont les coordonnées de
−→
U et (c, d) celles de

−→
V , la

colinéarité de ces deux vecteurs s’exprime par la relation

ad− bc = 0.

En effet, si
−→
U = k

−→
V , alors a = kc, b = kd et donc ad − bc = kcd − kdc =

0. Réciproquement, supposons ad − bc = 0. Les vecteurs
−→
U et

−→
V sont

colinéaires si
−→
V =

−→
0 , c’est-à-dire si c = d = 0 ; sinon, nous avons par

exemple c ̸= 0 et la relation ad = bc montre alors que
−→
U = a

c

−→
V , donc

−→
U et

−→
V sont colinéaires.

Le réel ad − bc est appelé le déterminant des vecteurs
−→
U et

−→
V (dans cet

ordre) et se note

∣∣∣∣∣a c

b d

∣∣∣∣∣ ou det(
−→
U ,

−→
V ).

Tout est maintenant en place pour faire entrer les droites dans notre jeu.

Considérons un point A de coordonnées (xA, yA) et un vecteur non nul −→u de

coordonnées (α, β). Un point M(x, y) appartient à la droite D passant par

A et dirigée par −→u si et seulement si les vecteurs
−−→
AM et −→u sont colinéaires.



3

Cette condition se traduit par∣∣∣∣∣x− xA α

y − yA β

∣∣∣∣∣ = 0,

soit encore β(x−xA)−α(y−yA) = 0, équation de la forme mx+ny+p = 0

avec m = β, n = −α, p = αyA − βxA.

Figure 1.2

Inversement, considérons l’équation mx+ny+ p = 0 où m,n sont des réels

non tous deux nuls. Si l’on choisit un couple particulier (x0, y0) tel que

mx0+ny0+p = 0, alors mx+ny+p =

∣∣∣∣∣x− x0 −n

y − y0 m

∣∣∣∣∣, si bien que l’équation

mx+ ny+ p = 0 est celle de la droite dirigée par le vecteur de coordonnées

(−n,m) passant par le point de coordonnées (x0, y0).

Ainsi, la droite passant par A(a, b) et B(c, d) a pour équation∣∣∣∣∣x− a c− a

y − b d− b

∣∣∣∣∣ = 0,

soit encore (d− b)x− (c− a)y + (bc− ad) = 0.

En particulier, l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées ont pour équations

respectives y = 0 et x = 0. Notons aussi que la droite coupant ces axes en

V (v, 0) et W (0, w) (où v ̸= 0 et w ̸= 0) a pour équation x
v + y

w = 1 et que

la droite d’équation mx+ ny + p = 0 passe par l’origine O si et seulement

si p = 0.
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Il est intéressant pour la suite de remarquer que la notion de déterminant

éclaire la résolution d’un système (S) de deux équations à deux inconnues

comme {
ax+ by = c

a′x+ b′y = c′.

En effet, en écartant le cas a = b = 0 et le cas a′ = b′ = 0 (alors (S) a

zéro ou une infinité de solutions), appelons ∆ et ∆′ les droites d’équations

respectives ax + by − c = 0 et a′x + b′y − c′ = 0. Résoudre (S) revient à

chercher les coordonnées des points communs à ∆ et ∆′. Ainsi (S) a une

solution unique si et seulement si ces droites ne sont pas parallèles. Ce sera le

cas précisément lorsque les vecteurs
−→
U (−b, a) et

−→
U ′(−b′, a′) qui les dirigent

ne sont pas colinéaires, c’est-à-dire lorsque

det(
−→
U ,

−→
U ′) =

∣∣∣∣∣−b −b′

a a′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a b

a′ b′

∣∣∣∣∣
est différent de 0.

De plus, la solution (x0, y0) de (S) satisfait alors ab′x0 + bb′y0 = b′c et

a′bx0+ bb′y0 = bc′, ainsi que aa′x0+a′by0 = a′c et aa′x0+ab′y0 = ac′, d’où

par différences

x0 =
b′c− bc′

ab′ − a′b
=

∣∣∣∣∣c b

c′ b′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a b

a′ b′

∣∣∣∣∣
et y0 =

ac′ − a′c

ab′ − a′b
=

∣∣∣∣∣a c

a′ c′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a b

a′ b′

∣∣∣∣∣
.

À l’aide de ces résultats, nous pouvons déjà résoudre de nombreux pro-

blèmes portant sur l’alignement de points ou l’intersection de droites. Nous

traitons en détail deux exemples puis proposons plusieurs énoncés dont les

solutions figurent au chapitre 5.
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Exemple 1.1 Soient ABCD un parallélogramme et P un point de la droite

BD. La parallèle à AB passant par P coupe la droite AD en K et la

parallèle à AD passant par P coupe la droite AB en H. Montrer que les

droites DH,BK et CP sont concourantes.

Solution

Figure Ex. 1.1

Le point B étant situé sur de nombreuses droites de la figure, il sera com-

mode de le prendre comme origine du repère. Nous choisissons de travailler

dans le repère (B,
−−→
BA,

−−→
BC). Ainsi,

B(0, 0), A(1, 0), C(0, 1), D(1, 1)

et la droite BD a pour équation x− y = 0. Il existe donc un réel a tel que

P (a, a) et nous en déduisons alors H(a, 0), K(1, a). Il est alors facile d’écrire

les équations des droites DH,BK et CP . Par exemple, la droite CP est

dirigée par le vecteur
−−→
CP (a, a− 1) et passe par C(0, 1), d’où l’équation∣∣∣∣∣ x a

y − 1 a− 1

∣∣∣∣∣ = 0,

soit (a− 1)x− ay + a = 0.

En procédant de même, on obtient les équations de BK : ax − y = 0 et

de DH : x + (a − 1)y − a = 0. Nous pouvons maintenant terminer d’une
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manière entièrement algébrique :

le déterminant

∣∣∣∣∣a− 1 −a

a −1

∣∣∣∣∣, qui vaut a2 − a + 1, est différent de zéro. Par

conséquent, le système (S) formé des équations (a − 1)x − ay + a = 0 et

ax−y = 0 a exactement une solution (autrement dit, les droites CP et BK

sont sécantes). De plus, comme

(ax− y)− ((a− 1)x− ay + a) = x+ (a− 1)y − a,

nous voyons que la solution de (S) vérifie aussi l’équation x+(a−1)y−a = 0.

C’est donc que le point d’intersection de CP et BK est sur la droite DH

et la conclusion cherchée s’ensuit.

Exemple 1.2 Soit ABC un triangle. Une droite ∆ coupe les droites BC,CA,

AB respectivement en A′, B′, C ′, supposés distincts des sommets du tri-

angle. Montrer que les milieux des segments AA′, BB′, CC ′ sont alignés.

Solution

Figure Ex. 1.2

Comme repère, nous choisissons (A,
−−→
AB,

−→
AC). Ainsi A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1)

et la droite BC a pour équation x+ y = 1. Puisque C ′ est sur AB et B′ sur

AC, il existe des réels a, b tels que C ′(a, 0), B′(0, b). Notons que a, b sont

non nuls et que la droite ∆ = B′C ′ a pour équation x
a +

y
b = 1. Remarquons

aussi que a ̸= b car ∆ n’est pas parallèle à BC.
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Les coordonnées de A′ s’obtiennent en résolvant le système formé des équa-

tions x+ y = 1 et x
a + y

b = 1. On trouve

A′
(
a(1− b)

a− b
,
b(a− 1)

a− b

)
et il en résulte pour les points I, J,K, milieux respectifs de AA′, BB′, CC ′ :

I

(
a(1− b)

2(a− b)
,
b(a− 1)

2(a− b)

)
, J

(
1

2
,
b

2

)
, K

(
a

2
,
1

2

)
.

Nous calculons alors les coordonnées des vecteurs
−→
IJ et

−→
IK :

−→
IJ

(
b(a− 1)

2(a− b)
,
b(1− b)

2(a− b)

)
,

−→
IK

(
a(a− 1)

2(a− b)
,
a(1− b)

2(a− b)

)
.

Nous pouvons maintenant conclure, soit en observant que a
−→
IJ = b

−→
IK, soit

en montrant que det(
−→
IJ,

−→
IK) = 0.

Note. La configuration formée par les quatre droites AB,BC,CA et ∆ s’ap-

pelle un quadrilatère complet. Les segments AA′, BB′, CC ′ sont les diago-

nales de ce quadrilatère complet. On a prouvé ci-dessus un résultat clas-

sique : les milieux des diagonales d’un quadrilatère complet sont alignés.

Avant de proposer d’autres problèmes, faisons quelques remarques.

Le choix du repère est important et doit toujours être explicité. Toutefois, il

comporte souvent une grande part d’arbitraire. Ainsi dans l’exemple 1.1, on

pouvait tout aussi bien opter pour le repère (A,
−−→
AB,

−−→
AD), dans l’exemple

1.2, pour (B,
−−→
BC,

−−→
BA).

On notera aussi l’introduction minimale des paramètres du problème (a

dans 1.1, a, b dans 1.2). On ne fera pas une règle générale de ce « mini-

malisme », car il arrive qu’il vienne compliquer beaucoup les calculs. Il est

parfois préférable d’introduire des paramètres additionnels (pour conserver

une symétrie des calculs par exemple), quitte à simplifier plus tard (voir la

solution du problème 1.2 ci-dessous, par exemple).
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Problèmes proposés

Problème 1.1

Soient ABC un triangle et P,Q,R des points situés respectivement sur les

droites BC,CA,AB. On appelle I, J,K les symétriques de A,B,C par rap-

port aux milieux des segments QR,RP, PQ, respectivement. Montrer que

I, J,K sont alignés si et seulement si P,Q,R sont alignés.

Problème 1.2

Soient ABC un triangle et I le milieu de BC. Une droite passant par I

coupe les droites AB et AC respectivement en D et E. Montrer que les

droites BE et CD, supposées sécantes, se coupent sur la parallèle à BC

passant par A.

Problème 1.3

Soient ∆,∆′ deux droites sécantes en O, et P un point non situé sur ∆ ou

∆′. Par P sont menées deux droites δ et δ′, distinctes de OP , qui coupent

∆ en A et A′, et ∆′ en B et B′, respectivement. Les droites AB′ et A′B se

coupent en U . Montrer que la droite OU est indépendante des droites δ, δ′

choisies.

Problème 1.4

Soient ABC un triangle et I un point de la droite BC, distinct du milieu

de BC. Sur la parallèle à BC passant par A, on choisit deux points dis-

tincts U,U ′, symétriques par rapport à A. La droite IU coupe AB en M et

la droite IU ′ coupe AC en M ′. Montrer que la droite MM ′ passe par un

point indépendant du couple (U,U ′) choisi.

Problème 1.5 (Bundeswettbewerb Mathematik 1995)

Quatre droites sont tracées dans le plan, trois quelconques d’entre elles

déterminant un triangle. L’une de ces droites est parallèle à l’une des mé-

dianes du triangle formé par les trois autres droites. Montrer que chacune

des autres droites a la même propriété.
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2 Repère orthonormé : distance et

orthogonalité

Nous nous sommes limités dans le chapitre précédent à des problèmes d’ali-

gnement de points et d’intersection de droites, excluant les problèmes, pour-

tant très courants, de distances ou d’orthogonalité. Pour ces problèmes, nous

utiliserons plutôt des repères, mieux adaptés, dont les vecteurs de base sont

orthogonaux et de norme 1. Un tel repère (O,
−→
i ,

−→
j ), appelé repère ortho-

normé, satisfait donc ∥−→i ∥ = ∥−→j ∥ = 1 et
−→
i ⊥ −→

j . Dans un tel repère,

si le point M(xM , yM ) se projette en M ′ sur l’axe des abscisses et en M ′′

sur l’axe des ordonnées, alors les longueurs OM ′ et M ′M = OM ′′ valent

respectivement |xM | et |yM |, si bien que le théorème de Pythagore donne

pour la longueur OM la relation OM2 = |xM |2 + |yM |2 = x2M + y2M . Bien

sûr, nous aurons aussi pour la norme du vecteur
−→
U = a

−→
i + b

−→
j , la relation

∥−→U ∥2 = a2+ b2, et pour la distance AB = d(A,B) séparant les deux points

A(xA, yA), B(xB, yB) la formule

AB =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2.

Mais ce n’est pas tout ! Toujours d’après le théorème de Pythagore et sa

réciproque, les vecteurs
−→
U = a

−→
i + b

−→
j et

−→
V = c

−→
i + d

−→
j sont orthogonaux

si et seulement si

∥
−→
U +

−→
V ∥2 = ∥

−→
U ∥2 + ∥

−→
V ∥2 (∗).

Il suffit en effet de remarquer que
−→
U +

−→
V =

−−→
BC lorsque

−−→
BA =

−→
U et

−→
AC =

−→
V . Passant aux coordonnées, la relation (∗) se réécrit

(a+ c)2 + (b+ d)2 = (a2 + b2) + (c2 + d2)

soit encore après développement

ac+ bd = 0 (∗∗).
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Cette condition (∗∗), très simple, est donc la condition d’orthogonalité des

vecteurs. Elle est à mettre en parallèle avec la condition de colinéarité uti-

lisée dans le chapitre précédent, mais, attention, sa simplicité est liée au

caractère orthonormé du repère.

Pour des vecteurs quelconques
−→
U (a, b) et

−→
V (c, d), le réel

ac+ bd =
1

2

(
∥
−→
U +

−→
V ∥2 − ∥

−→
U ∥2 − ∥

−→
V ∥2

)
s’appelle le produit scalaire de

−→
U et

−→
V et se note

−→
U ·

−→
V . Ainsi, deux vecteurs

sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Prouvons

au passage la relation
−→
U · (−→V +

−→
W ) =

−→
U · −→V +

−→
U · −→W :

si (a, b), (c, d), (e, f) sont les coordonnées respectives de
−→
U ,

−→
V ,

−→
W dans un

repère orthonormé, celles de
−→
V +

−→
W sont alors (c+ e, d+ f) et donc

−→
U · (

−→
V +

−→
W ) = a(c+ e)+ b(d+f) = (ac+ bd)+(ae+ bf) =

−→
U ·

−→
V +

−→
U ·

−→
W.

Le lecteur démontrera de manière analogue que si α est un réel, alors
−→
U · (α−→V ) = α(

−→
U · −→V ).

Une application importante concerne les équations de droites. Si D a pour

équation mx+ ny + p = 0 avec (m,n) ̸= (0, 0), nous savons que le vecteur
−→u (−n,m) dirige D. Comme (−n)m +mn = 0, le vecteur

−→
N (m,n) est un

vecteur non nul et orthogonal à D, ce que l’on appelle encore un vecteur

normal à D. Inversement si un vecteur normal à une droite est connu, on

voit que deux coefficients sur trois de l’équation de la droite sont d’ores et

déjà connus, d’où une détermination rapide de cette équation moyennant

une information supplémentaire (par exemple un point situé sur la droite).

Voyons tout de suite sur un exemple comment appliquer ces résultats à un

problème.

Exemple 2.1 Soient ABC un triangle et D,E deux points construits de

sorte que BCDE soit un rectangle. On appelle ∆ la perpendiculaire à AB

passant par D et ∆′ la perpendiculaire à AC passant par E. Montrer que

∆ et ∆′ se coupent en un point de la hauteur issue de A du triangle ABC.



11

Solution

Soit O le pied de la hauteur issue de A. Nous choisissons un repère ortho-

normé d’origine O et dont le vecteur
−→
i dirigeant l’axe des abscisses est porté

par BC. Notons que la hauteur issue de A est en fait l’axe des ordonnées.

Figure Ex. 2.1

Dans ce repère, A(0, a), B(b, 0), C(c, 0), D(c, d) et E(b, d) où a, b, c, d sont

des réels avec a ̸= 0 et b ̸= c. La droite ∆ a pour vecteur normal
−−→
AB(b,−a)

et passe par D(c, d). Son équation s’écrit donc : bx−ay = bc−ad. De même,

∆′ a pour vecteur normal
−→
AC(c,−a) et passe par E(b, d). Son équation

s’écrit donc : cx − ay = cb − ad. Nous désirons prouver que l’abscisse du

point commun aux deux droites est nulle. Mais ceci est immédiat puisqu’en

faisant la différence des deux équations, on trouve (b− c)x = 0. Nous avons

terminé !

[Le lecteur pourra aussi chercher une solution s’appuyant sur une translation

bien choisie.]

Pour une autre utilisation d’un vecteur normal à une droite, examinons la

question de la distance d’un point à une droite : soit A(xA, yA) un point et

∆ la droite d’équation mx + ny + p = 0. On sait que la distance d(A,∆)

du point A à la droite ∆ est la valeur minimale de AM où M est un point

de ∆. C’est encore la distance AH où H est le projeté orthogonal de A

sur ∆ (une conséquence directe du théorème de Pythagore). Nous allons

trouver une formule simple pour cette distance. Puisque
−→
N (m,n) est un
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vecteur normal à ∆, un point de la perpendiculaire à ∆ passant par A

a des coordonnées de la forme (xA + λm, yA + λn) où λ est un réel. Un

tel point est en fait le point H lorsqu’il est aussi sur ∆, c’est-à-dire lorsque

m(xA+λm)+n(yA+λn)+p = 0, soit encore λ(m2+n2) = −(mxA+nyA+p).

En observant que AH2 = (λm)2 + (λn)2 = λ2(m2 + n2), nous pouvons

conclure :

d(A,∆) =
|mxA + nyA + p|√

m2 + n2
.

Notons au passage que cette formule redonne bien la valeur attendue (0)

lorsque A est sur ∆.

Notre second exemple est une jolie application de cette formule.

Exemple 2.2 Soit ABC un triangle isocèle, avec AB = AC. Montrer que

d(M,AB) + d(M,AC) est indépendant du point M choisi sur le segment

BC.

Solution

Figure Ex. 2.2

Une solution géométrique assez simple peut s’obtenir à l’aide d’une symé-

trie axiale, mais la solution analytique qui suit est très directe. Utilisons

un repère orthonormé d’origine le milieu O de BC, les vecteurs
−→
i et

−→
j

étant positionnés comme sur la figure. Nous avons alors C(a, 0), B(−a, 0)

et A(0, b) pour certains réels strictement positifs a, b. Les droites AB et AC

ont ainsi pour équations respectives x
a + y

b = 1 et x
−a + y

b = 1, c’est-à-dire,
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bx+ ay − ab = 0 et bx− ay + ab = 0. Quant au point M , ses coordonnées

sont de la forme (t, 0) où le réel t satisfait −a ≤ t ≤ a (puisque M est sur le

segment BC). Par application de la formule vue ci-dessus, nous obtenons

d(M,AB) =
|bt+ ab|√
a2 + b2

=
b(t+ a)√
a2 + b2

et d(M,AC) =
|bt− ab|√
a2 + b2

=
b(a− t)√
a2 + b2

.

Il en résulte aussitôt que

d(M,AB) + d(M,AC) =
2ab√
a2 + b2

,

valeur indépendante de t et donc de M .

Problèmes proposés

Problème 2.1

Soit ABCD un carré. Les points E et F sont tels que CDE et BCF sont

des triangles équilatéraux, avec E intérieur au carré et F extérieur au carré.

Montrer que A,E, F sont alignés.

Problème 2.2

Soit O un point d’une droite D et P1, P2 deux points distincts extérieurs

à D se projetant orthogonalement en Q1, Q2 sur D (avec Q1, Q2 ̸= O). La

perpendiculaire à OP1 passant par Q2 et la perpendiculaire à OP2 passant

par Q1 se coupent en I. Montrer que les droites OI et P1P2 sont perpendi-

culaires.

Problème 2.3

Soient M1,M2,M3 trois points distincts sur une droite ∆ et O un point

non situé sur ∆. Sur les demi-droites OM1, OM2, OM3 d’origine O, on

place respectivement les points M ′
1,M

′
2,M

′
3 tels que OM ′

1 = r2

OM1
, OM ′

2 =
r2

OM2
, OM ′

3 =
r2

OM3
où r est un réel non nul donné.

Montrer que les droites perpendiculaires à OM1, OM2, OM3 en M ′
1,M

′
2,M

′
3

(respectivement) sont concourantes. Si I est leur point commun, montrer

que la droite IO est perpendiculaire à ∆.
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Problème 2.4 (théorème de Droz-Farny)

Deux droites ∆ et ∆′ sont perpendiculaires et passent par l’orthocentre H

du triangle non rectangle ABC (rappel : H est le point de concours des

hauteurs du triangle). La droite ∆ (resp. ∆′) rencontre les droites AB,BC

et CA respectivement en X,Y et Z (resp. X ′, Y ′ et Z ′). Prouver que les

milieux des segments XX ′, Y Y ′ et ZZ ′ sont alignés.

Problème 2.5 (triangles orthologiques)

Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles. On suppose que les perpendicu-

laires menées par A′, B′, C ′ aux droites BC,CA,AB (respectivement) sont

concourantes. Montrer qu’alors les perpendiculaires menées par A,B,C aux

droites B′C ′, C ′A′, A′B′ sont concourantes.

Problème 2.6

On considère un cercle C de diamètre [AB] et on appelle ∆A et ∆B les

tangentes à C en A et B. Soit ∆ la droite symétrique de ∆A par rapport à

∆B. D’un point P de ∆, on mène les tangentes à C qui coupent ∆A en Q

et R. Prouver que le centre de gravité G du triangle PQR est indépendant

du point P choisi sur ∆.
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3 Repère orthonormé : cercles

(a) Équation du cercle
Partons de la définition bien connue : si Ω est un point du plan et r un

réel strictement positif, le cercle de centre Ω, de rayon r est l’ensemble

C des points M du plan tels que ΩM = r. Introduisons sans tarder une

notion importante associée à ce cercle : si M est un point quelconque du

plan, nous appelons puissance de M par rapport à C le réel ΩM2 − r2.

Nous noterons PC(M) cette puissance. Il est immédiat que les relations

PC(M) < 0, PC(M) = 0, PC(M) > 0 caractérisent respectivement les

propriétés : M est intérieur au cercle, M est un point du cercle, M est

extérieur au cercle. Lorsque Ω est connu par ses coordonnées (a, b) dans un

repère orthonormé, nous obtenons aussitôt la puissance PC(M) :

PC(M) = (x− a)2 + (y − b)2 − r2

pour tout point M de coordonnées (x, y).

En particulier, l’équation du cercle C s’écrit sous la forme

x2 + y2 − 2ax− 2by + c = 0 (∗)

où c = a2 + b2 − r2.

Notons en passant que l’équation du cercle, de rayon r, dont le centre est

l’origine du repère est particulièrement simple : x2 + y2 = r2.

Inversement, une équation de la forme (∗) dans un repère orthonormé repré-

sente le cercle de centre Ω(a, b) et de rayon r =
√
a2 + b2 − c sous réserve

que c < a2 + b2. Lorsque c = a2 + b2, l’équation représente {Ω} et lorsque

c > a2 + b2, elle représente l’ensemble vide ∅.
Si M0(x0, y0) est un point de C, la tangente en M0 à C est la perpendiculaire

à la droite ΩM0 passant par M0. Son équation s’écrit donc

(x0 − a)(x− x0) + (y0 − b)(y − y0) = 0.
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Dans le cas particulier où C est un cercle centré à l’origine, d’équation

x2 + y2 = r2, cette équation prend la forme facile à retenir xx0 + yy0 = r2.

Voyons maintenant deux exemples d’application. Le premier regroupe quel-

ques propriétés associées à la notion de puissance.

Exemple 3.1 Nous désignons par C le cercle de centre O, de rayon r et par

M un point quelconque.

(a) Si M est extérieur à C et T un point de C tel que la droite MT soit

tangente à C, montrer que PC(M) = MT 2.

(b) Si A,B sont diamétralement opposés sur C, montrer que la puissance

PC(M) est égale au produit scalaire
−−→
MA ·

−−→
MB.

(c) Une droite passant par M coupe le cercle C en P et Q. Montrer que

PC(M) =
−−→
MP ·

−−→
MQ.

Solution

(a) La propriété résulte du théorème de Pythagore. En effet, le triangle

MTO est rectangle en T et OT = r, donc OM2 = OT 2+TM2 = r2+TM2

et par suite, PC(M) = OM2 − r2 = TM2.

(b)

Figure Ex. 3.1

Nous choisissons un repère orthonormé d’origine O si bien que le cercle C a

pour équation x2+ y2 = r2. Nous appellerons (m,n) les coordonnées de M .
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Soient (u, v) les coordonnées de A, et donc (−u,−v) celles de B. Avec ces

notations,
−−→
MA a pour coordonnées (u−m, v−n) et

−−→
MB a pour coordonnées

(−u−m,−v − n) dans le repère orthonormé choisi. Nous obtenons donc

−−→
MA · −−→MB = (u−m)(−u−m) + (v − n)(−v − n) = m2 − u2 + n2 − v2

soit encore, en remarquant que m2+n2 = OM2 et u2+v2 = r2 (car A ∈ C),

−−→
MA · −−→MB = OM2 − r2 = PC(M).

(c) Désignons par (α, β) les coordonnées d’un vecteur unitaire (α2+β2 = 1)

dirigeant la droite passant par M . Un point de cette droite, de coordonnées

(m+ tα, n+ tβ) où t ∈ R, est aussi un point de C lorsque t est solution de

l’équation

(m+ tα)2 + (n+ tβ)2 = r2

qui s’écrit encore

t2 + 2t(αm+ βn) + PC(M) = 0.

Maintenant, si t1, t2 sont les solutions de cette équation, les coordonnées de
−−→
MP sont m+ t1α−m = t1α et n+ t1β−n = t1β. De même, celles de

−−→
MQ

sont (t2α, t2β) et donc

−−→
MP · −−→MQ = (t1α)(t2α) + (t1β)(t2β) = t1t2 = PC(M).

Remarque. La propriété obtenue en (c) montre que, pour un point M fixé,

le produit MP × MQ est indépendant de la droite PQ, sécante au cercle

passant par M .

Voici une application utile et très simple de cette propriété (c) :

soient A,B,C,D des points du plan vérifiant A ̸= B et C ̸= D. Si les

droites AB et CD se coupent en un point P , distinct de A,B,C,D, tel que
−→
PA ·

−−→
PB =

−−→
PC ·

−−→
PD, alors A,B,C,D sont sur un même cercle.

En effet, si Γ est le cercle circonscrit du triangle ABC et D′ le point où la

droite PC recoupe Γ, on a
−−→
PC ·

−−→
PD′ =

−→
PA ·

−−→
PB d’après la question (c)
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ci-dessus, d’où
−−→
PC ·

−−→
PD′ =

−−→
PC · −−→PD. Les points P,C,D,D′ étant alignés,

il en résulte D′ = D et donc Γ passe par D.

Dans notre second exemple, nous obtenons un résultat classique, générale-

ment démontré par des considérations d’angles ou à l’aide de symétries bien

choisies.

Exemple 3.2 Soit ABC un triangle, Γ son cercle circonscrit et H son or-

thocentre. Montrer que le symétrique de H par rapport à chacun des côtés

du triangle est un point de Γ.

Solution

Figure Ex. 3.2

Montrons par exemple que le symétrique H ′ de H par rapport à BC est sur

Γ. Nous supposerons que le triangle n’est rectangle ni en B ni en C (sinon,

le résultat est immédiat). Le point D, pied de la hauteur issue de A, est

alors différent de B et C. Nous prendrons ce point D comme origine d’un

repère orthonormé dont les vecteurs
−→
i et

−→
j dirigent respectivement BC

et DA. Définissons les réels non nuls a, b, c par

A(0, a), B(b, 0), C(c, 0).

Nous pouvons maintenant écrire l’équation de AC : ax+cy = ac. Le vecteur
−→
AC(c,−a) étant normal à la hauteur issue de B, nous obtenons l’équation
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de cette hauteur BH : cx − ay = bc, puis les coordonnées du point H qui

en est le point d’abscisse nulle : H(0,− bc
a ). Il reste à montrer que H ′(0, bca )

est un point de Γ. Ce cercle a une équation de la forme

x2 + y2 − 2αx− 2βy + γ = 0

et nous voulons montrer que b2c2

a2
− 2β · bc

a + γ = 0, c’est-à-dire

b2c2 − 2βabc+ a2γ = 0 (∗).

Comme A appartient à Γ, nous avons a2 − 2βa + γ = 0, soit β = a2+γ
2a .

D’autre part, Γ coupant l’axe des abscisses en B et C, l’équation du second

degré x2−2αx+γ = 0 a pour racines b et c, et par suite bc = γ. En reportant

dans (∗) les valeurs de β et γ trouvées, nous voyons que la relation (∗) est

bien vérifiée.

(b) Polaire d’un point ; orthogonalité de deux cercles

Pour terminer ce tour d’horizon sur les cercles, nous allons considérer deux

notions intervenant fréquemment. Commençons par définir la polaire d’un

point. Soit C un cercle de centre O, de rayon r. Pour chaque point P différent

de O, on appelle polaire de P par rapport à C l’ensemble ∆P des points

M du plan tels que
−−→
OM ·

−−→
OP = r2. Montrons que ∆P est une droite

perpendiculaire à la droite OP .

Pour cela considérons un repère orthonormé d’origine O. Dans ce repère,

le cercle C a pour équation x2 + y2 = r2. Soient (a, b) les coordonnées du

point P (notons que (a, b) ̸= (0, 0)). Pour un point M(x, y), la condition
−−→
OM ·

−−→
OP = r2 se traduit aussitôt par ax+ by = r2, équation d’une droite

de vecteur normal
−−→
OP . Le résultat annoncé s’en déduit.

Faisons tout de suite quelques remarques simples mais importantes.

(a) Si, inversement, ∆ est une droite ne passant pas par O, alors ∆ est

la polaire d’un point P unique, qu’on appelle le pôle de ∆. En effet, si

αx + βy = γ est une équation de ∆, alors γ ̸= 0 (car ∆ ne passe pas par
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O) et une autre équation de ∆ est αr2

γ x + βr2

γ y = r2. On voit alors que

∆ est la polaire du point de coordonnées (αr
2

γ , βr
2

γ ). L’unicité provient de

l’observation suivante : si ax+by = r2 et a′x+b′y = r2 sont deux équations

d’une même droite, alors a = a′ et b = b′.

(b) Soit P un point extérieur à C. Si A est le point de contact avec C
d’une tangente issue de P , alors ∆P passe par A. En effet, comme OA est

perpendiculaire à AP , nous avons

−→
OA · −−→OP =

−→
OA · (−→OA+

−→
AP ) = OA2 = r2.

(c) Si Q est un point de la polaire de P , alors la polaire de Q passe par P .

Cette propriété, qui s’appelle la réciprocité polaire, résulte tout simplement

de ce que
−−→
OQ · −−→OP = r2 implique

−−→
OP · −−→OQ = r2 !

Notons encore que (b) permet de tracer ∆P lorsque P est extérieur au

cercle. Lorsque P est intérieur au cercle, alors la perpendiculaire δ en P à

OP coupe le cercle en T, T ′ et les tangentes au cercle en T et T ′ se coupent

au pôle Q de δ (d’après (b)). D’après (c) enfin, la polaire de P est la perpen-

diculaire en Q à OQ (pour une construction plus rapide, voir le problème

3.6).

(d) Une remarque pour les lecteurs connaissant l’inversion : l’intersection

de ∆P et de la droite OP est l’inverse de P dans le cercle C.

Voici un exemple simple de problème d’application.

Exemple 3.3 Soit C un cercle de centre O et P et Q des points avec P ̸= O

et Q sur la polaire de P . Montrer que PC(P ) + PC(Q) = PQ2.

Solution

La figure ci-dessous correspond au cas où P et Q sont extérieurs au cercle.

Dans ce cas, la conclusion s’écrit encore PA2 + QB2 = PQ2 lorsque les

droites PA et QB sont tangentes à C en A et B, respectivement.
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Figure Ex. 3.3

Travaillons dans un repère orthonormé d’origine O. Si r est le rayon de C,

celui-ci a pour équation x2 + y2 = r2. Désignons par (a, b) les coordonnées

de P et par (c, d) celles de Q. Nous avons alors, d’une part,

PQ2 = (c− a)2 + (d− b)2 = a2 + b2 + c2 + d2 − 2(ac+ bd)

et d’autre part,

PC(P ) = OP 2 − r2 = a2 + b2 − r2 et PC(Q) = c2 + d2 − r2.

Il en résulte

PC(P ) + PC(Q) = a2 + b2 + c2 + d2 − 2r2

et donc PC(P ) + PC(Q) = PQ2 puisque, Q étant sur la polaire de P , nous

avons ac+ bd = r2.

Étudions maintenant l’orthogonalité de deux cercles. Deux cercles C1 et C2
sont dits orthogonaux s’ils sont sécants et si leurs tangentes en un point

commun sont perpendiculaires. Une tangente à un cercle étant perpendi-

culaire au rayon d’extrémité le point de contact, le triangle de sommets

les centres O1, O2 des cercles et un point commun A est alors un triangle

rectangle en A.
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Figure 3.1

Inversement, si O1AO2 est un triangle rectangle en A alors, les cercles de

centres O1 et O2 passant par A sont orthogonaux. En faisant intervenir le

théorème de Pythagore et sa réciproque, on voit que le cercle C1 de centre

O1, rayon r1, et le cercle C2 de centre O2, rayon r2, sont orthogonaux si

et seulement si O1O
2
2 = r21 + r22. Il est parfois utile de savoir comment

se traduit cette condition lorsque les deux cercles sont connus par leurs

équations dans un repère orthonormé. Soient x2+y2−2a1x−2b1y+ c1 = 0

l’équation de C1 et x2 + y2 − 2a2x− 2b2y + c2 = 0 celle de C2. Nous avons

alors O1(a1, b1), O2(a2, b2) et r21 = a21+b21−c1, r
2
2 = a22+b22−c2. La condition

O1O
2
2 = r21 + r22 devient (a2 − a1)

2 + (b1 − b2)
2 = a21 + b21 − c1 + a22 + b22 − c2

soit, en développant et réduisant,

2a1a2 + 2b1b2 = c1 + c2.

Cette condition s’écrit encore a22 + b22 − 2a1a2 − 2b1b2 + c1 = r22 si bien que

C1 étant fixé, un cercle de centre O2 et de rayon r2 lui est orthogonal si et

seulement si PC1(O2) = r22.

L’exemple qui suit, et qui mêle agréablement les deux notions que nous

venons d’examiner, détermine les cercles orthogonaux à un cercle fixé et

passant par un point donné.
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Exemple 3.4 Soit C un cercle de centre O, de rayon r et A un point distinct

de O. Montrer que les cercles orthogonaux à C passant par A sont les cercles

de diamètre AB où B est un point de la polaire de A par rapport à C.

Solution

Nous choisissons un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ) d’origine le centre de C,

le vecteur
−→
i dirigeant la droite OA. Nous désignons par a l’abscisse (non

nulle) de A.

Figure Ex. 3.4

Si B(c, d) est un point distinct de A, les points M , distincts de A et B, du

cercle γB de diamètre AB sont caractérisés par le fait que le triangle AMB

est rectangle en M . En conséquence, un point M(x, y) est sur le cercle γB

si et seulement si
−−→
MA · −−→MB = 0, c’est-à-dire si et seulement si

(x− a)(x− c) + y(y − d) = 0.

γB a donc pour équation x2 + y2 − (a+ c)x− dy + ac = 0. Ce cercle γB et

C sont orthogonaux si et seulement si la puissance de O par rapport à γB

est égale à r2. Ceci s’exprime encore par la relation ac = r2, c’est-à-dire par

l’appartenance de B à la polaire de A par rapport à C, celle-ci ayant pour

équation ax = r2. Le résultat cherché en découle.
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Problèmes proposés

Problème 3.1 (olympiade d’Espagne 1994)

Les paraboles d’équations y = cx2 + d et x = ay2 + b (dans un repère

orthonormé), avec c > 0, d < 0, a > 0, b < 0, ont quatre points communs.

Montrer que ces quatre points sont sur un même cercle.

Problème 3.2

Soit AOB un triangle rectangle en O. Par O, on mène une droite δ quel-

conque, puis on projette orthogonalement A et B sur cette droite en A′ et

B′, respectivement. Montrer que le cercle de diamètre A′B′ passe par un

point indépendant de δ.

Problème 3.3

Soient C1 et C2 deux cercles de centres respectifs O1 et O2, avec O1 ̸= O2.

(a) Montrer que l’ensemble des points du plan ayant même puissance par

rapport à C1 et C2 est une droite ∆ perpendiculaire à O1O2. Cette droite

s’appelle l’axe radical de C1 et C2.
(b) Soit M un point quelconque. Montrer que si R est un point de l’axe

radical ∆, alors PC2(M)−PC1(M) = 2
−−→
RM ·

−−−→
O2O1.

Problème 3.4

D’un point A extérieur à un cercle Γ de centre O, on trace les deux tan-

gentes à Γ, les points de contact étant U et V . Une troisième tangente à Γ,

en W , coupe la droite AU en P , qui se projette orthogonalement en Q sur

la droite OA. Montrer que V,W et Q sont alignés.

Problème 3.5 (droite de Simson)

Soit Γ le cercle circonscrit d’un triangle ABC. Un point P de Γ se projette

orthogonalement en A′, B′, C ′ sur les droites BC,CA,AB (respectivement).

Montrer que les points A′, B′, C ′ sont sur une même droite. Cette droite

s’appelle la droite de Simson du point P relativement au triangle ABC.
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Problème 3.6

Soit C un cercle de centre O et P un point différent de O. Deux droites

passant par P coupent C, l’une en A et B, l’autre en C et D, et les droites

AD et BC se coupent en K. Montrer que K est sur la polaire de P par

rapport à C.

Problème 3.7

Soient C et C1 deux cercles orthogonaux se coupant en U et V et A,B deux

points diamétralement opposés du cercle C (avec A et B distincts de U et

V ). Les droites AU et BV se coupent en M . Montrer que M est un point

de C1.
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4 Avec des nombres complexes

Les nombres complexes sont apparus au XVIe siècle lorsque des mathéma-

ticiens italiens (Tartaglia, Cardan) découvrirent des méthodes de résolution

de l’équation du troisième degré. Il fallut ensuite attendre 1799 (Wessel, en

Allemagne) et 1806 (Argand, en France) pour que les liens entre les nombres

complexes et la géométrie plane soient mis en lumière. Il est facile à notre

époque de considérer ces liens comme évidents : un nombre complexe s’écri-

vant sous la forme x + iy à l’aide des nombres réels x et y, il semble bien

naturel d’associer à ce complexe le point (ou le vecteur) de coordonnées

(x, y) dans un repère orthonormé ! Cette correspondance, très simple, est la

base de l’intervention des complexes en géométrie. Un repère orthonormé

(O,−→u ,−→v ) étant fixé, le complexe z = x+ iy s’appelle alors l’affixe du point

M (ou du vecteur −→w ) de coordonnées (x, y). Nous regroupons ainsi en un

seul nombre les deux coordonnées, ce qui paraît déjà avantageux. Mais,

comme nous allons le voir, les notions développées dans le cadre algébrique

des nombres complexes (conjugué, module, forme trigonométrique, etc.) et

les opérations d’addition et multiplication peuvent s’interpréter géométri-

quement et ainsi fournir une méthode pour, dans certains cas, appréhender

des problèmes de géométrie. Bien sûr, la correspondance peut aussi s’appli-

quer dans l’autre direction et certains résultats portant sur les complexes

sont éclairés, voire démontrés, en faisant appel à la géométrie (nous en ver-

rons quelques exemples).

Considérons d’abord les notions de conjugué, de module d’un complexe ainsi

que les opérations. Si z = x+ iy, où x (la partie réelle de z) et y (la partie

imaginaire de z) sont des réels, le conjugué de z est le complexe z = x−iy et

le module de z est le réel |z| =
√

x2 + y2. Si z′ = x′+iy′ (x′, y′ réels) est aussi

un complexe, la somme de z et z′ est le complexe z+ z′ = x+x′ + i(y+ y′)

et le produit est zz′ = (x + iy)(x′ + iy′) = (xx′ − yy′) + i(xy′ + x′y).

Notons en passant que z + z = 2x, z − z = 2iy, que |z|2 = zz et que
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z + z′ = z + z′, zz′ = zz′. Pour z ̸= 0, le quotient z′

z = z′ · 1
z sera souvent

transformé comme suit
z′

z
=

z′z

zz
=

z′z

|z|2

afin d’avoir une écriture avec un dénominateur réel. Une conséquence qu’il

est bon de garder en mémoire est la suivante : si |z| = 1, alors 1
z = z.

La figure qui suit montre comment "voir" géométriquement une partie de

tout ceci. Nous appelons M et M ′ les points d’affixes respectives z et z′.

Rappelons que z et z′ sont aussi les affixes des vecteurs −→w =
−−→
OM et

−→
w′ =

−−−→
OM ′.

Figure 4.1

Le point S d’affixe z+ z′ est obtenu par l’intermédiaire de la somme vecto-

rielle
−→
OS =

−−→
OM+

−−−→
OM ′ et le point M1 d’affixe z est le symétrique de M par

rapport à l’axe des abscisses. Notons aussi que le module de z n’est autre

que la longueur OM , c’est-à-dire la norme du vecteur
−−→
OM . Nous verrons

un peu plus loin comment interpréter le produit zz′ des complexes. Remar-

quons dès à présent que son module est le produit des modules des facteurs

z et z′. En effet,

|zz′|2 = (zz′)(zz′) = (zz′)(zz′) = (zz)(z′z′) = |z|2|z′|2.
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Nous pouvons maintenant aborder notre premier exemple de « géométrie

avec les complexes ».

Exemple 4.1 (identité du parallélogramme) Montrer que dans tout pa-

rallélogramme, la somme des carrés des longueurs des côtés est égale à la

somme des carrés des longueurs des diagonales.

Solution

Nous utilisons la figure 4.1 ci-dessus et, sans perte de généralité, le parallé-

logramme OMSM ′.

Nous devons prouver que 2OM2+2OM ′2 = OS2+MM ′2, ce qui se traduit

dans le langage des nombres complexes par 2(|z|2+|z′|2) = |z+z′|2+|z−z′|2.
Cette relation résulte du calcul suivant :

|z + z′|2 + |z − z′|2 = (z + z′)(z + z′) + (z − z′)(z − z′)

= (z + z′)(z + z′) + (z − z′)(z − z′)

= zz + zz′ + z′z + z′z′ + zz − zz′ − z′z + z′z′

= 2zz + 2z′z′ = 2|z|2 + 2|z′|2.

Il est intéressant de remarquer que le résultat trouvé permet d’obtenir la

longueur d’une médiane d’un triangle en fonction des longueurs des côtés.

En effet, si ABC est un triangle et M le milieu de BC, nous formons le

parallélogramme ABA′C où A′ est le symétrique de A par rapport à M .

Par le résultat ci-dessus, (2MA)2 + BC2 = 2(AB2 + AC2) et la médiane

AM vérifie donc 4AM2 = 2AB2 + 2AC2 −BC2.

Notre second exemple montre comment, à l’inverse, un petit raisonnement

géométrique permet d’obtenir un résultat sur les nombres complexes.

Exemple 4.2 Soient u, v des complexes de parties réelles strictement né-

gatives. Montrer que |v − u| < |v + u|.
Solution

Soient U et V les points d’affixes respectives u et v. Le point U ′ d’affixe −u

est le symétrique de U par rapport à l’axe des ordonnées.
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Figure Ex. 4.2

Nous avons alors |v − u| = UV et |v + u| = |v − (−u)| = U ′V si bien que

le résultat recherché s’écrit UV < U ′V . Mais cette dernière inégalité est

évidente puisque par l’hypothèse sur les parties réelles de u et v, les points

U et V sont du même côté de la médiatrice du segment UU ′ (qui est l’axe

des ordonnées).

Pour aller plus loin, nous avons besoin de la forme trigonométrique d’un

nombre complexe. Partons d’un complexe z = x+iy non nul (x et y sont des

réels non tous deux nuls). Supposons que le repère (O,−→u ,−→v ) est orthonormé

direct (on passe de −→u à −→v en tournant dans le sens anti-horaire). Le point M

d’affixe z est différent de l’origine O du repère et est parfaitement défini par

les réels suivants : la longueur OM et l’angle orienté θ que fait le vecteur
−−→
OM

avec le vecteur −→u dirigeant l’axe des abscisses. Ceci correspond à l’écriture

suivante de z :

z =
√

x2 + y2

(
x√

x2 + y2
+ i · y√

x2 + y2

)
= |z|(cos θ + i sin θ)

en posant cos θ = x√
x2+y2

et sin θ = y√
x2+y2

. Le réel θ est défini modulo

2π (si k est un entier, θ + 2kπ peut remplacer θ) et s’appelle l’argument

de z (notation fréquente arg(z)). Retenons que si ρ > 0 et θ ∈ R, alors

le complexe de module ρ et d’argument θ est ρ cos θ + i(ρ sin θ), que nous

noterons provisoirement [ρ, θ].

Avec cette notation et en utilisant cos(θ + θ′) = cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′ et

sin(θ+θ′) = sin θ cos θ′+cos θ sin θ′, le calcul du produit [ρ, θ]·[ρ′, θ′] montre
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qu’il est égal à [ρρ′, θ + θ′]. Il en ressort en particulier que l’argument d’un

produit est la somme des arguments des facteurs. Nous en déduisons qu’un

quotient z
z′ de deux complexes a pour argument arg(z)−arg(z′) et que pour

tout entier m, [ρ, θ]m = [ρm,mθ]. En raison de ces résultats, nous utiliserons

le plus souvent la notation ρeiθ au lieu de [ρ, θ].

Se souvenant des formules générales sur les puissances, les résultats obtenus

ci-dessus prennent la forme naturelle suivante :

ρeiθ · ρ′eiθ′ = ρρ′ei(θ+θ′),
ρeiθ

ρ′eiθ′
=

ρ

ρ′
ei(θ−θ′), (ρeiθ)m = ρmeimθ.

La conséquence intéressante en vue des applications géométriques est l’énoncé

suivant où nous utilisons la notation commode [
−→
h ] pour l’affixe du vecteur

−→
h : l’angle orienté ∠(−→w 1,

−→w 2) des vecteurs non nuls −→w 1 et −→w 2 peut se

calculer par la formule

∠(−→w 1,
−→w 2) = arg

(
[−→w 2]

[−→w 1]

)
(F).

Ceci provient directement du calcul suivant :

∠(−→w 1,
−→w 2) = ∠(−→u ,−→w 2)−∠(−→u ,−→w 1) = arg([−→w 2])−arg([−→w 1]) = arg

(
[−→w 2]

[−→w 1]

)
.

Voyons tout de suite un exemple d’application de cette importante formule.

Exemple 4.3 Soient A,B,C,D les points de coordonnées respectives (3, 2),

(4, 5), (−4, 4), (−2, 0). Déterminer l’angle orienté ∠(−−→AB,
−−→
CD).

Solution

Pour mieux visualiser l’angle cherché, la figure présente le point E tel que
−−→
CD =

−→
AE.

Ce problème est une application numérique de (F). Ici, les points A,B,C,D

ont pour affixes respectives a = 3 + 2i, b = 4 + 5i, c = −4 + 4i, d = −2 si

bien que [
−−→
AB] = b− a = 1 + 3i et [

−−→
CD] = d− c = 2− 4i.
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Figure Ex. 4.3

Nous en déduisons

[
−−→
CD]

[
−−→
AB]

=
2− 4i

1 + 3i
=

(2− 4i)(1− 3i)

(1 + 3i)(1− 3i)
=

−10− 10i

10
= −1− i

et donc

∠(−−→AB,
−−→
CD) = arg(−1− i) = −3π

4
.

Passons à des conséquences importantes de la formule (F).

(1) Les vecteurs non nuls −→w 1,
−→w 2 sont colinéaires si et seulement si l’angle

∠(−→w 1,
−→w 2) vaut 0 ou π ou encore, d’après la formule (F), si et seulement

si [−→w 2]
[−→w 1]

est un réel.

De la même façon, nous voyons que −→w 1,
−→w 2 sont orthogonaux si et seule-

ment si [−→w 2]
[−→w 1]

est un imaginaire pur (c’est-à-dire de la forme iy avec y réel).

Les applications à l’alignement de points, parallélisme ou orthogonalité de

droites sont immédiates. Ainsi, si A, d’affixe a, et B, d’affixe b, sont deux

points distincts, un point M d’affixe z est sur la droite AB si et seulement

si z−a
b−a est réel, autrement dit, si et seulement si

z − a

b− a
=

z − a

b− a
.

En arrangeant cette équation, nous obtenons

(b− a)z − (b− a)z = ab− ab,
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que nous pouvons appeler l’équation complexe de la droite AB.

De manière analogue, l’orthogonalité des vecteurs
−−→
AB et

−−→
CD s’exprimera

par
b− a

d− c
= −b− a

d− c

(avec A,B,C,D d’affixes respectives a, b, c, d et c ̸= d).

(2) Soient z et z′ des complexes non nuls et p leur produit. Notons Z,Z ′, P

les points d’affixes z, z′, p dans le repère orthonormé direct (O,−→u ,−→v ). Nous

savons déjà que OP = OZ·OZ ′ (puisque |p| = |z|·|z′|). De la relation p
z′ =

z
1 ,

à l’aide de (F), nous tirons aussi

∠(
−−→
OZ ′,

−−→
OP ) = ∠(−→u ,

−→
OZ)

(noter que 1 est l’affixe de −→u ). La demi-droite OP se déduit donc de la demi-

droite OZ ′ par la rotation de centre O et d’angle θ = arg(z) = ∠(−→u ,
−→
OZ).

Sur la figure ci-dessous, nous avons aussi représenté le point Z ′′, image de

Z ′ par la rotation de centre O et d’angle θ. Le point P se déduit alors de Z ′′

par l’homothétie de centre O de rapport |z|. Finalement, P se déduit de Z ′

par la similitude directe de centre O, angle θ et rapport |z| : si A est le point

d’affixe 1, les triangles OAZ et OZ ′P sont directement semblables. On voit

ainsi que le produit de deux complexes a une interprétation géométrique

simple.

Figure 4.2

On retiendra en particulier la propriété suivante, frappante et souvent utile :
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si ρθ est la rotation d’angle θ, alors pour tout vecteur −→w

[ρθ(
−→w )] = eiθ · [−→w ].

Voyons ces résultats à l’œuvre sur deux exemples.

Exemple 4.4 Soit ABC un triangle quelconque. On construit à l’extérieur

de ce triangle les triangles BAB′ et CAC ′ rectangles et isocèles en A. Mon-

trer que la hauteur passant par A du triangle ABC est une médiane du

triangle AB′C ′.

Solution

Figure Ex. 4.4

Nous supposons que le triangle est orienté comme l’indique la figure. Le

point C ′ se déduit alors de C par rotation de centre A d’angle +π
2 et le

point B′ se déduit de B par rotation de centre A et d’angle −π
2 . En passant

aux affixes complexes et en appelant a, b, c, b′, c′ les affixes de A,B,C,B′, C ′,

nous voyons que c′ − a = i(c− a) et b′ − a = −i(b− a).

Soit alors M le milieu de B′C ′, d’affixe m = b′+c′

2 . Il suffit de prouver que
−−→
AM et

−−→
BC sont orthogonaux. Des calculs simples donnent m = 2a−ib+ic

2 ,

puis l’affixe de
−−→
AM : m− a = i(c−b)

2 . Ainsi, le quotient m−a
c−b est imaginaire

pur et les vecteurs
−−→
AM et

−−→
BC sont bien orthogonaux.

Notons en passant que ce quotient a pour module 1
2 , si bien que nous avons

un résultat bonus : AM = 1
2 BC.
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Exemple 4.5 Soit ABC un triangle, O le centre de son cercle circonscrit,

G son centre de gravité et H son orthocentre. Montrer que
−−→
OH = 3

−−→
OG.

Solution

Nous travaillons dans un repère orthonormé d’origine O et, sans perte de

généralité, nous supposons que le cercle circonscrit du triangle ABC a pour

rayon 1. Les affixes de A,B,C sont alors des complexes a, b, c (respective-

ment), de module 1.

De la position de G sur la médiane AA1 (A1 étant le milieu de BC), nous

déduisons
−→
GA + 2

−−→
GA1 =

−→
0 , soit encore

−→
GA +

−−→
GB +

−−→
GC =

−→
0 (puisque

−−→
A1B +

−−→
A1C =

−→
0 ).

En écrivant alors
−→
GA =

−−→
GM +

−−→
MA,

−−→
GB =

−−→
GM +

−−→
MB,

−−→
GC =

−−→
GM +

−−→
MC,

nous voyons que pour tout point M ,

3
−−→
MG =

−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC.

En prenant M en O, il en résulte que l’affixe g de G est g = a+b+c
3 .

Notons h l’affixe de H. Comme
−−→
AH est orthogonal à

−−→
BC, nous avons

h− a

c− b
= −h− a

c− b
.

Compte tenu de a = 1
a , b =

1
b , c =

1
c (puisque a, b, c sont de module 1), nous

en déduisons la relation ah− abch = a2 − bc. Exprimant de même que
−−→
BH

est orthogonal à
−→
CA, nous obtenons bh− abch = b2 − ca et, par différence

avec l’égalité précédente, (a− b)h = c(a− b) + a2 − b2 d’où, après division

par a − b, h = a + b + c. En comparant les résultats obtenus pour g et h,

nous voyons que
−−→
OH = 3

−−→
OG.

Cette relation est célèbre depuis sa découverte par Euler au XVIIIe siècle.

Une conséquence est l’alignement des trois points O,G,H dans tout triangle

non équilatéral. La droite les contenant s’appelle la droite d’Euler.
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Problèmes proposés

Problème 4.1 (auteur : Ho-Joo Lee)

Soit ABCD un parallélogramme de centre O et M,N les milieux respectifs

de OD,BC. Montrer que (AM = MN et AM ⊥ MN) si et seulement

si ABCD est un carré.

Problème 4.2 (olympiade d’Espagne 1996-7)

Montrer que tout complexe non nul peut s’écrire comme la somme de deux

complexes dont la différence et le quotient sont imaginaires purs.

Problème 4.3

Soit ABC un triangle rectangle en A et isocèle. Soient R la rotation de

centre A transformant B en C et T la translation de vecteur
−−→
AB. Si

M1 = R(T (M)) et M2 = T (R(M)), montrer que pour tout point M le

quadrilatère BCM1M2 est un parallélogramme.

Problème 4.4 (d’après un problème de l’olympiade du Mexique 1996)

Soit ABC un triangle non isocèle et ρ la rotation d’angle +π
2 . Les points

A′, B′, C ′ sont définis par
−−→
AA′ = ρ(

−−→
CB),

−−→
BB′ = ρ(

−→
AC),

−−→
CC ′ = ρ(

−−→
BA).

Montrer que si AC ′ et C ′B sont perpendiculaires, alors A′, B′, C ′ sont ali-

gnés.

Problème 4.5 (d’après le problème E.290 de Quadrature)

Deux points C et D, distincts, non diamétralement opposés, sont situés sur

le cercle de diamètre AB. Soient E,F,G les milieux respectifs de AC,CD,

DB. La perpendiculaire à AF passant par E et la tangente au cercle en A

se coupent en M . La perpendiculaire à BF passant par G et la tangente

au cercle en B se coupent en N . Prouver que les droites MN et CD sont

parallèles.
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Problème 4.6

Le cercle inscrit du triangle ABC a pour centre I et est tangent aux côtés

BC et CA en D et E (respectivement). La droite AI coupe DE en W .

Montrer que AW et WB sont perpendiculaires.

Problème 4.7 (problème de Napoléon)

Soit ABC un triangle quelconque. Pour tout point K, la notation RK dé-

signe la rotation de centre K et d’angle +π
3 . Soient C ′ = RB(A), A′ =

RC(B), B′ = RA(C) et Ω,Ω′,Ω′′ les centres des triangles (équilatéraux)

ABC ′, BCA′, CAB′. Montrer que le triangle ΩΩ′Ω′′ est équilatéral et que

son centre est le centre de gravité du triangle ABC. Montrer aussi que

AA′ = BB′ = CC ′ et que les droites AA′, BB′, CC ′ sont concourantes.
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5 Solutions des problèmes proposés

Solution 1.1

Figure Sol. 1.1

Dans le repère (A,
−−→
AB,

−→
AC), nous avons

A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1), R(r, 0), Q(0, q), P (p, 1− p)

où p, q, r sont des réels. (Pour P , noter que la droite BC a pour équation

x+ y = 1.) Calculons d’abord

det(
−−→
PQ,

−→
PR) =

∣∣∣∣∣ −p r − p

p+ q − 1 p− 1

∣∣∣∣∣ = pq − rp− rq + r.

Nous remarquons que AQIR,BPJR,CPKQ sont des parallélogrammes.

Par suite, nous avons
−→
AI =

−→
AQ+

−→
AR,

−→
BJ =

−−→
BP +

−−→
BR,

−−→
CK =

−−→
CP +

−−→
CQ,

ce qui conduit à

I(r, q), J(p+ r − 1, 1− p), K(p, q − p).

Nous en déduisons

det(
−→
IJ,

−→
IK) =

∣∣∣∣∣ p− 1 p− r

1− p− q −p

∣∣∣∣∣ = pq − rp− rq + r.

Ainsi, det(
−−→
PQ,

−→
PR) = 0 si et seulement si det(

−→
IJ,

−→
IK) = 0, autrement dit,

P,Q,R sont alignés si et seulement si I, J,K le sont.
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Remarque. On peut démontrer que | det(−−→PQ,
−→
PR)| est égal au quotient

[PQR]
[ABC] (en notant [XY Z] l’aire du triangle XY Z). Cette propriété et la

solution précédente montrent alors que pour des points quelconques P,Q,R

situés sur les droites BC,CA,AB et I, J,K construits ensuite comme indi-

qué, les triangles PQR et IJK ont la même aire.

Solution 1.2

Figure Sol. 1.2

Notons d’abord que si la droite passant par I choisie est la droite IA,

alors D = E = A et BE,CD se coupent en A. Nous supposons donc

D ̸= A,E ̸= A dans la suite. De nombreux points se trouvant sur les

droites AB et AC, il paraît judicieux de prendre ces droites comme axes

de coordonnées. Nous choisissons le repère (A,
−−→
AB,

−→
AC) dans lequel nous

avons

A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1), D(a, 0), E(0, b)

où a, b sont des réels non nuls. Nous avons aussi

BE : x+
y

b
= 1, CD :

x

a
+ y = 1, DE :

x

a
+

y

b
= 1.

Les droites BE et CD se coupent en U(x0, y0) où (x0, y0) est la solution du

système {
x+ y

b = 1
x
a + y = 1.
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On trouve pour solution x0 = a(b−1)
ab−1 , y0 = b(a−1)

ab−1 . Vérifions que le point U

est sur la parallèle à BC passant par A, d’équation x+ y = 0. Nous avons

x0 + y0 = 2ab−a−b
ab−1 . Mais, en se souvenant que le point I(12 ,

1
2) est sur la

droite DE, nous avons aussi 1
2a + 1

2b = 1. D’où a+ b = 2ab et il en résulte

bien que x0 + y0 = 0.

Remarque. Si les droites BE et CD ne sont pas sécantes, c’est que ab = 1.

Comme 2ab = a+b reste vrai, il s’ensuit que a = b = 1, d’où D = B,E = C

et la droite DE coïncide avec la droite BC.

Solution 1.3

Figure Sol. 1.3

Soient −→u et −→v des vecteurs dirigeant ∆ et ∆′, respectivement. Dans le

repère (O,−→u ,−→v ), nous avons

A(a, 0), A′(a′, 0), B(0, b), B′(0, b′)

où a, a′, b, b′ sont des réels non nuls et pour les droites construites

δ :
x

a
+

y

b
= 1, δ′ :

x

a′
+

y

b′
= 1, AB′ :

x

a
+

y

b′
= 1, A′B :

x

a′
+

y

b
= 1.

On obtient alors pour les points P (p, q) et U(r, s) les résultats suivants :

p =
aa′(b− b′)

a′b− ab′
, q =

bb′(a′ − a)

a′b− ab′
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et en échangeant b et b′,

r =
aa′(b′ − b)

a′b′ − ab
, s =

bb′(a′ − a)

a′b′ − ab
.

Nous en déduisons aussitôt que r
s = −p

q si bien que le point U est situé sur

la droite d’équation qx + py = 0, droite passant par O, ne dépendant que

de P .

Remarque. La droite OU s’appelle la polaire de P par rapport à ∆ et ∆′.

L’équation de OU trouvée montre aussitôt que tout point de la droite OP ,

distinct de O, a la même polaire OU que P . On voit aussi que la polaire

de U est la droite OP . Les droites OP et OU jouent l’une pour l’autre le

même rôle. On dit qu’elles sont conjuguées par rapport à ∆ et ∆′.

Solution 1.4

Figure Sol. 1.4

Prenons (A,
−−→
AB,

−→
AC) comme repère. Comme I est sur BC, nous avons

I(a, 1−a) où a est un réel vérifiant a ̸= 1
2 (car I n’est pas le milieu de BC).

Les hypothèses sur les points U,U ′ montrent que U(u,−u) et U ′(−u, u)

pour un réel non nul u. La droite IU a alors pour équation∣∣∣∣∣ x− u a− u

y − (−u) 1− a− (−u)

∣∣∣∣∣ = 0

c’est-à-dire

(x− u)(1− a+ u)− (a− u)(y + u) = 0
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si bien que M a pour coordonnées (m, 0) avec (m−u)(1−a+u)−(a−u)u = 0,

soit m = u
1−a+u . L’équation de IU ′ s’obtient à partir de celle de IU en

changeant u en −u et on en déduit que M ′(0,m′) avec m′ = u
a+u . La droite

MM ′ a alors pour équation x(1− a+ u) + y(a+ u)− u = 0.

Un point K(x0, y0) est situé sur toutes les droites MM ′ possibles si et

seulement si, quel que soit le réel non nul u,

u(x0 + y0 − 1) + ay0 + (1− a)x0 = 0

Ceci a lieu si et seulement si x0 + y0 − 1 = 0 et ay0 + (1− a)x0 = 0, c’est-

à-dire si et seulement si x0 = a
2a−1 , y0 = a−1

2a−1 . En conclusion, les droites

MM ′ passent toutes par le point K
(

a
2a−1 ,

a−1
2a−1

)
.

Remarque. Le point K est le point d’intersection de la droite d’équation

x + y − 1 = 0 (la droite BC) et de la droite d’équation (1 − a)x + ay = 0

(droite passant par A et par J(a, a−1)). Le lecteur pourra vérifier que cette

droite AJ est la conjuguée de AI par rapport à AB,AC (cf solution 1.3).

Solution 1.5

Désignons par D1, D2, D3, D4 les quatre droites, les notations étant choisies

pour que D4 soit parallèle à l’une des médianes du triangle formé par les

droites D1, D2, D3. Plus précisément, supposons que D2, D3 se coupent en

A, D3, D1 en B et D1, D2 en C, et que D4 soit parallèle à AM où M est le

milieu de BC. Nous allons travailler dans le repère habituel (A,
−−→
AB,

−→
AC).

Notons que M(12 ,
1
2) et que AM a pour équation y = x. Pour les droites

D1, D2, D3, D4, nous avons alors les équations

D1 : x+ y = 1, D2 : x = 0, D3 : y = 0, D4 : x− y = k

où le réel k est différent de 0, 1 et −1 (puisque D4 détermine un vrai triangle

avec deux quelconques des trois droites D1, D2, D3). Dans ces conditions,

la droite D4 coupe les droites D1, D2, D3 respectivement en

A′
(
1 + k

2
,
1− k

2

)
, B′(0,−k), C ′(k, 0).
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Figure Sol. 1.5

Maintenant, le milieu I de BC ′ a pour coordonnées (1+k
2 , 0), d’où celles du

vecteur
−→
A′I : (0, k−1

2 ). Il en résulte aussitôt que la médiane A′I du triangle

formé par D1, D3, D4 est parallèle à D2.

De même façon, le milieu J de CB′ a pour coordonnées (0, 1−k
2 ) et le vecteur

−−→
A′J(−1+k

2 , 0) dirige D3.

Enfin, le milieu K de B′C ′ a pour coordonnées (k2 ,−
k
2 ) et

−−→
AK dirige D1.

Solution 2.1

Figure Sol. 2.1

Sans perte de généralité, nous supposons que le carré ABCD a pour côté
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l’unité et travaillons dans le repère orthonormé (D,
−−→
DC,

−−→
DA). Se souvenant

que la hauteur d’un triangle équilatéral de côté 1 est
√
3
2 , nous pouvons

attribuer à chacun des points A,E, F ses coordonnées :

A(0, 1), E

(
1

2
,

√
3

2

)
, F

(
1 +

√
3

2
,
1

2

)
.

d’où

det(
−→
AE,

−→
AF ) =

∣∣∣∣∣ 1
2 1 +

√
3
2√

3
2 − 1 −1

2

∣∣∣∣∣ = −1

4
+ 1− 3

4
= 0

et le résultat s’ensuit.

Remarque. Il est classique de résoudre ce problème à l’aide d’une rotation

bien choisie. Un avantage de l’attaque directe ci-dessus, certes moins as-

tucieuse, est d’éviter de rechercher cette rotation ou une autre méthode

géométrique.

Solution 2.2

Figure Sol. 2.2

Choisissons un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ) d’origine le point O, la droite

D étant dirigée par
−→
i et soient (x1, y1) et (x2, y2) les coordonnées de P1
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et P2, respectivement. Les points Q1 et Q2 ont alors pour coordonnées

(x1, 0) et (x2, 0). Les droites IQ2 et IQ1 ont pour équations respectives

x1x+ y1y = x1x2 et x2x+ y2y = x1x2. Les coordonnées du point I vérifient

ces deux équations et donc aussi (x1−x2)x+(y1−y2)y = 0 (par différence).

Cette dernière équation est celle d’une droite passant par O ; c’est donc celle

de la droite OI, qui, ainsi, a pour vecteur normal le vecteur de coordonnées

(x1 − x2, y1 − y2), c’est-à-dire
−−−→
P2P1. On a bien OI ⊥ P1P2.

Solution 2.3

Figure Sol. 2.3

Le point O jouant le même rôle vis-à-vis des trois points M1,M2,M3, nous

le choisissons comme origine de notre repère orthonormé (non représenté

sur la figure).

Désignons par (ai, bi) les coordonnées du point Mi (i = 1, 2, 3). Pour un

certain réel positif λi, nous avons
−−−→
OM ′

i = λi
−−→
OMi et comme OM ′2

i = r4

OM2
i
,

le nombre λi est déterminé par

(λiai)
2 + (λibi)

2 =
r4

a2i + b2i
.

Ainsi,

λi =
r2

a2i + b2i
(i = 1, 2, 3).
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Cette valeur de λi permet d’écrire les coordonnées de M ′
i :
(

r2ai
a2i+b2i

, r2bi
a2i+b2i

)
.

L’équation de la perpendiculaire à la droite OMi en M ′
i est donc

aix+ biy = ai ·
r2ai

a2i + b2i
+ bi ·

r2bi
a2i + b2i

,

soit encore aix+ biy = r2.

Le point commun aux droites d’équations a1x+ b1y = r2 et a2x+ b2y = r2

a pour coordonnées

x0 =
r2(b2 − b1)

δ
, y0 =

r2(a1 − a2)

δ

où δ = a1b2−a2b1. La droite d’équation a3x+ b3y = r2 passera aussi par ce

point si a3x0+b3y0 = r2. Cette condition s’exprime sous la forme commode

a3(b2 − b1) + b3(a1 − a2) = a1b2 − a2b1 (1).

Montrons qu’effectivement cette condition est vérifiée. C’est le moment de se

souvenir d’une hypothèse non encore utilisée : l’alignement de M1,M2,M3 !

En effet, celui-ci se traduit par∣∣∣∣∣a2 − a1 a3 − a1

b2 − b1 b3 − b1

∣∣∣∣∣ = 0,

ce qui redonne exactement (1). Les trois droites sont bien concourantes et

leur point I d’intersection a pour coordonnées (x0, y0). Noter au passage

que M ′
1,M

′
2,M

′
3 sont sur le cercle de diamètre OI.

Il reste à contrôler que la droite OI est perpendiculaire à ∆. Il suffit pour

cela de vérifier la condition d’orthogonalité pour les vecteurs
−→
OI(x0, y0) et

−−−−→
M1M2(a2 − a1, b2 − b1). Or,

x0(a2 − a1) + y0(b2 − b1) =
r2

δ
((b2 − b1)(a2 − a1) + (a1 − a2)(b2 − b1)) = 0

et le résultat s’en déduit.

Remarque. Le lecteur connaissant la théorie des pôles et polaires par rapport
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à un cercle pourra bâtir une autre solution du problème. Par ailleurs, les

points M ′
i sont les inverses des points Mi dans l’inversion de cercle centré

en O, de rayon |r| [à ce sujet, consulter le tome XII de la série ATOM].

Solution 2.4

Figure Sol. 2.4

Nous rapportons le plan au repère orthonormé (H,
−→
i ,

−→
j ) où

−→
i et

−→
j sont

des vecteurs unitaires dirigeant ∆ et ∆′, respectivement. Il existe alors des

réels non nuls a, b, c, a′, b′, c′ tels que

X(2a, 0), X ′(0, 2a′), Y (2b, 0), Y ′(0, 2b′), Z(2c, 0), Z ′(0, 2c′)

si bien que les milieux respectifs I, J,K de XX ′, Y Y ′, ZZ ′ ont pour coor-

données

I(a, a′), J(b, b′), K(c, c′).

Comme les droites BC = Y Y ′, CA = ZZ ′ et CH (perpendiculaire à XX ′

passant par H) sont concourantes, le système formé par les équations

x

2b
+

y

2b′
= 1,

x

2c
+

y

2c′
= 1,

x

2a′
=

y

2a
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a une solution (les coordonnées de C).

Ceci entraîne aussitôt que 1
b +

a
a′b′ =

1
c +

a
a′c′ , soit encore

a′b′c′(b− c) + abc(b′ − c′) = 0.

De la même façon, a′b′c′(c−a)+abc(c′−a′) = 0 (à l’aide de XX ′, ZZ ′, AH)

et il s’ensuit que le déterminant∣∣∣∣∣b− c b′ − c′

c− a c′ − a′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ b− c c− a

b′ − c′ c′ − a′

∣∣∣∣∣
est nul. Les vecteurs

−−→
KJ et

−→
IK sont donc colinéaires et I, J,K sont alignés.

Solution 2.5

Figure Sol. 2.5

Nous choisissons un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ) où O est le point de

concours des perpendiculaires menées de A′, B′, C ′ aux droites BC,CA,AB

(respectivement). Nous prendrons pour vecteurs de base des vecteurs
−→
i

et
−→
j ne dirigeant aucune de ces perpendiculaires (afin de n’en privilégier

aucune et ainsi, comme on va le voir de suite, pouvoir les considérer de

manière similaire). Les droites OA′, OB′, OC ′ ont pour équations respec-

tives : y = m1x, y = m2x, y = m3x pour des réels non nuls m1,m2,m3.
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Le vecteur (m1,−1), normal à la droite OA′, dirige la droite BC. Celle-

ci a donc une équation de la forme x + m1y = p1. De même, CA a une

équation de la forme x + m2y = p2 et AB, x + m3y = p3. Nous avons

A′(a, am1), B′(b, bm2), C ′(c, cm3) où a, b, c sont des réels si bien que la

droite ∆A passant par A et perpendiculaire à B′C ′ a pour équation

(c− b)x+ (cm3 − bm2)y = (c− b)xA + (cm3 − bm2)yA

où (xA, yA) est la solution du système x +m2y = p2, x +m3y = p3. On

trouve xA = p2m3−p3m2

m3−m2
, yA = p3−p2

m3−m2
, puis pour l’équation de ∆A :

(c− b)x+ (cm3 − bm2)y = cp3 − bp2.

Passer de A et B′C ′ à B et C ′A′ revient à remplacer dans les calculs

b, c,m2,m3, p2, p3 respectivement par c, a,m3,m1, p3, p1. On obtient ainsi

l’équation de la droite ∆B, passant par B et perpendiculaire à C ′A′ :

∆B : (a− c)x+ (am1 − cm3)y = ap1 − cp3

puis, de même, celle de ∆C , passant par C et perpendiculaire à A′B′ :

∆C : (b− a)x+ (bm2 − am1)y = bp2 − ap1.

En réécrivant ces équations sous la forme

fA(x, y) = 0, fB(x, y) = 0, fC(x, y) = 0,

nous observons que fC(x, y) + fA(x, y) + fB(x, y) = 0. Il en résulte que le

point commun aux droites ∆A et ∆B est aussi sur la droite ∆C (puisque si

fA(x0, y0) = fB(x0, y0) = 0, alors fC(x0, y0) = 0 également).

Solution 2.6

Nous allons travailler dans un repère orthonormé d’origine O, le centre de C,

le vecteur
−→
i étant colinéaire à

−−→
AB et de même sens. Si ρ est le rayon de C,

nous avons alors A(−ρ, 0), B(ρ, 0) ainsi que P (3ρ, p), Q(−ρ, q), R(−ρ, r)

pour certains réels p, q, r. On voit déjà que l’abscisse de G est 3ρ−ρ−ρ
3 = ρ

3 ,

son ordonnée étant p+q+r
3 . Nous allons montrer que cette ordonnée est nulle.
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Figure Sol. 2.6

Remarquons d’abord que la droite PQ coupe ∆B en un point Q′ qui est

le milieu de PQ, donc d’ordonnée q′ = p+q
2 . De même, la droite PR coupe

∆B en R′(ρ, r′) avec r′ = p+r
2 . Exprimons maintenant que la droite QQ′ est

tangente à C.

On trouve aisément l’équation de QQ′ : (q′ − q)x − 2ρy + ρ(q + q′) = 0 ;

traduisons alors que la distance du centre O à la droite QQ′ est égale au

rayon ρ. Nous obtenons

|(q′ − q)× 0− 2ρ× 0 + ρ(q′ + q)|√
(q′ − q)2 + 4ρ2

= ρ

soit, en élevant au carré et réduisant, qq′ = ρ2, c’est-à-dire q2 + pq = 2ρ2.

De même, rr′ = ρ2, soit r2 + pr = 2ρ2, exprime que la droite RR′ est

tangente à C. Par différence entre les deux conditions trouvées, nous voyons

que (q − r)(p + q + r) = 0, d’où p + q + r = 0. Ainsi l’ordonnée de G est

nulle et ce point G(ρ3 , 0) est bien indépendant du point P choisi sur ∆.
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Solution 3.1

Figure Sol. 3.1

Soient Mk(xk, yk) (k = 1, 2, 3, 4) les quatre points communs. Nous avons

donc à la fois

yk = cx2k + d (1) et xk = ay2k + b (2).

Multiplions alors l’égalité (1) par a, l’égalité (2) par c et additionnons les

résultats. En arrangeant un peu, nous arrivons à

x2k + y2k −
1

a
· xk −

1

c
· yk +

ad+ bc

ac
= 0

si bien que les points Mk appartiennent à la courbe d’équation

x2 + y2 − 1

a
· x− 1

c
· y + ad+ bc

ac
= 0.

Or nous avons(
1

2a

)2

+

(
1

2c

)2

− ad+ bc

ac
=

1

4

(
a2 + c2 − 4ac(ad+ bc)

c2a2

)
> 0

(l’inégalité provient aussitôt des hypothèses sur a, b, c, d).

La courbe est donc un cercle et les quatre points M1,M2,M3,M4 sont sur

ce cercle.
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Solution 3.2

Figure Sol. 3.2

Nous choisissons un repère orthonormé d’origine O avec
−→
i dirigeant la

droite OA et
−→
j dirigeant la droite OB. Nous pouvons poser A(a, 0) et

B(0, b). La droite δ passant par O a une équation de la forme mx+ ny = 0

(où (m,n) ̸= (0, 0)). Le vecteur
−−→
AA′ est colinéaire au vecteur

−→
N (m,n)

(normal à δ), donc le point A′ a des coordonnées de la forme (a+λm, 0+λn).

Comme ce point est sur δ, nous avons m(a + λm) + n(λn) = 0. Ainsi

λ = −am
m2+n2 et donc

A′
(

an2

m2 + n2
,

−amn

m2 + n2

)
.

De la même façon, on trouve

B′
(

−bmn

m2 + n2
,

bm2

m2 + n2

)
.

Pour obtenir l’équation du cercle de diamètre A′B′, nous raisonnons comme

dans l’exemple 3.4 : un point M(x, y) est sur le cercle de diamètre A′B′ si

et seulement si le produit scalaire
−−→
MA′ ·

−−−→
MB′ est nul, c’est-à-dire si et

seulement si(
x− an2

m2 + n2

)(
x− −bmn

m2 + n2

)
+

(
y − −amn

m2 + n2

)(
y − bm2

m2 + n2

)
= 0.
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Cette équation, qui se réécrit sous la forme

m2(x2 + y2 − by) +mn(bx+ ay − ab) + n2(x2 + y2 − ax) = 0,

est satisfaite pour tout couple (m,n) ̸= (0, 0) si et seulement si (x, y) vérifie

x2 + y2 − by = 0 et bx+ ay − ab = 0 et x2 + y2 − ax = 0 (∗).

[Cette condition sur x, y est clairement suffisante ; elle est aussi nécessaire

comme on le voit en prenant m = 1, n = 0, puis m = 0, n = 1, et enfin

m = n = 1.]

La résolution du système (∗) donne x = ab2

a2+b2
, y = a2b

a2+b2
et nous concluons :

tous les cercles de diamètre A′B′ passent par le point

H

(
ab2

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2

)
.

Remarque. Le point H est situé sur la droite AB (d’équation bx+ay−ab =

0), sur le cercle de diamètre OA (d’équation x2 + y2 − ax = 0) et sur le

cercle de diamètre OB (d’équation x2+y2−by = 0). Le point H est donc le

projeté orthogonal de O sur la droite AB. D’ailleurs, ce point était le seul

candidat possible pour le point fixe cherché, puisque ce dernier devait se

trouver sur les deux cercles obtenus lorsque δ coïncide successivement avec

la droite OA (A′ = A,B′ = O) et la droite OB (A′ = O,B′ = B).

Solution 3.3

(a) Travaillons pour l’instant dans un repère orthonormé quelconque. Soient

(a1, b1) et (a2, b2) les coordonnées respectives des points O1 et O2 et r1, r2

les rayons de C1, C2. Pour un point M(x, y), l’égalité PC1(M) = PC2(M)

s’écrit aussi O1M
2 − r21 = O2M

2 − r22, c’est-à-dire

(x− a1)
2 + (y − b1)

2 − r21 = (x− a2)
2 + (y − b2)

2 − r22.
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Figure Sol. 3.3

En développant et réduisant, on arrive à

(a2 − a1)x+ (b2 − b1)y = δ (1)

où δ est indépendant de x, y. Le résultat cherché s’en déduit puisque (1) est

l’équation d’une droite de vecteur normal
−−−→
O1O2.

Remarque. Lorsque les deux cercles sont sécants, leurs points d’intersection

ont tous deux une puissance nulle par rapport aux deux cercles. L’axe radi-

cal est donc la droite passant par les points communs. On utilise ceci pour

obtenir rapidement l’axe radical lorsque les deux cercles n’ont pas de point

commun. On trace un cercle auxiliaire γ coupant C1 et C2. Le point com-

mun aux axes radicaux de γ et C1 et de γ et C2 est sur ∆ puisqu’il a même

puissance par rapport à γ, C1 et C2. D’où l’axe radical ∆ (voir figure).

(b) Simplifions un peu les calculs en prenant maintenant pour repère ortho-

normé (O,
−→
i ,

−→
j ) avec O point d’intersection de ∆ et O1O2, le vecteur

−→
i

dirigeant la droite O1O2. Nous obtenons ainsi, en notant xM l’abscisse de

M ,

PC2(M)− PC1(M) = 2xM (a1 − a2) = 2
−−→
OM · −−−→O2O1

(car a22−r22−a21+r21 = PC2(O)−PC1(O) = 0). D’où le résultat voulu puisque
−−→
RM ·

−−−→
O2O1 = (

−−→
RO +

−−→
OM) ·

−−−→
O2O1 =

−−→
OM ·

−−−→
O2O1,

−−→
RO étant orthogonal à

−−−→
O1O2.
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Solution 3.4

Figure Sol. 3.4

Dans un repère orthonormé d’origine O et d’axe des abscisses OA, le cercle

Γ a pour équation x2 + y2 = r2 où r est son rayon. Soit a l’abscisse de A

et b =
√
a2 − r2. Si (x0, y0) sont les coordonnées de U (ou V ), nous avons

x20 + y20 = r2 et la tangente à Γ en (x0, y0), d’équation xx0 + yy0 = r2,

passe par A. Nous en déduisons ax0 = r2, puis y20 = r2 − r4

a2
= b2r2

a2
et les

coordonnées de U et V sont donc :

U

(
r2

a
,
br

a

)
, V

(
r2

a
,−br

a

)
.

La droite AU , perpendiculaire en U à OU , a pour équation rx + by = ar ;

si W a pour coordonnées (x1, y1), les coordonnées de P s’obtiennent en ré-

solvant le système formé des équations rx+ by = ar et xx1 + yy1 = r2.

Nous en déduisons l’abscisse commune à P et Q : r(br−ay1)
bx1−ry1

, puis les coor-

données des vecteurs
−−→
WV :

(
r2 − ax1

a
,
−ay1 − br

a

)
et

−−→
WQ :

(
by21 − ry1(a− x1)

bx1 − ry1
,−y1

)
.

Il suffit maintenant de vérifier la colinéarité de ces deux vecteurs, ce qui

revient à montrer que∣∣∣∣∣ax1 − r2 by1 − r(a− x1)

br + ay1 ry1 − bx1

∣∣∣∣∣ = 0.

Cette égalité s’écrit encore ab(r2 − x21 − y21) + ry1(a
2 − b2 − r2) = 0 et est

vraie puisque W est un point du cercle Γ et b2 = a2 − r2.
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Solution 3.5

Figure Sol. 3.5

Nous prenons comme origine O du repère le pied de la hauteur issue de A,

le vecteur
−→
i dirigeant la droite BC. Les coordonnées de A,B,C sont de

la forme A(0, a), B(b, 0), C(c, 0). Soient (p, q) les coordonnées de P . Il est

clair que le point A′ a pour coordonnées (p, 0). La droite AC ayant pour

équation ax+ cy = ac, le point B′ a pour coordonnées (p+at, q+ ct) avec t

tel que a(p+ at) + c(q+ ct) = ac. Nous en tirons d’abord t = ac−ap−cq
a2+c2

puis

B′(c(a2 + c2)−1(a2 + pc− aq), a(a2 + c2)−1(c2 + aq − cp)).

Un calcul analogue (changer c en b) donne

C ′(b(a2 + b2)−1(a2 + pb− aq), a(a2 + b2)−1(b2 + aq − bp)).

Comme c(a2+pc−aq)
a2+c2

− p = a
a2+c2

(ac− ap− cq), le vecteur
−−→
A′B′ est colinéaire

à −→u (ac− ap− cq, c2 + aq − cp).

De même,
−−→
A′C ′ est colinéaire à −→v (ab− ap− bq, b2 + aq − bp). Le calcul du

déterminant ∆ de −→u et −→v donne alors

∆ = (b− c)
(
a(p2 + q2)− ap(b+ c)− (a2 + bc)q + abc

)
.

Mais le cercle circonscrit du triangle ABC a une équation de la forme

x2 + y2 − αx− βy + γ = 0
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où les réels α, β, γ sont déterminés en exprimant que A,B,C lui appar-

tiennent. On trouve ainsi α = b + c, β = a + bc
a , γ = bc. Comme P est

sur ce cercle, on a p2 + q2 − (b + c)p −
(
a+ bc

a

)
q + bc = 0, soit encore

a(p2 + q2)− ap(b+ c)− (a2+ bc)q+ abc = 0. Il en résulte que ∆ = 0, ce qui

achève la démonstration.

Solution 3.6

Figure Sol. 3.6

Dans le repère orthonormé (P,
−→
i ,

−→
j ) indiqué sur la figure, nous avons

O(a, 0) (avec a ̸= 0) et C a pour équation x2 + y2 − 2ax+ a2 − r2 = 0 où r

est son rayon. Les droites AB et CD ont pour équations respectives y = αx

et y = βx (où α, β sont des réels) et nous avons A(x1, αx1), B(x2, αx2),

C(x3, βx3), D(x4, βx4) avec x1, x2 (resp. x3, x4) solutions de l’équation

x2(1 + α2)− 2ax+ a2 − r2 = 0 (resp. x2(1 + β2)− 2ax+ a2 − r2 = 0).

L’équation de la polaire de P étant x = a2−r2

a , il suffit de vérifier que

l’abscisse xK du point K est a2−r2

a .

Les équations de AD et BC étant x(βx4−αx1)−y(x4−x1) = (β−α)x1x4

et x(βx3 − αx2)− y(x3 − x2) = (β − α)x2x3, nous obtenons

xK = (a2 − r2) · 1

x1x3 − x2x4
·
(
x1 − x2
1 + β2

+
x3 − x4
1 + α2

)
.

Il suffit donc de s’assurer que

(1+α2)(x1−x2)+(1+β2)(x3−x4) =
1

a
(1+α2)(1+β2)(x1x3−x2x4) (1).
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Nous pouvons supposer que (1 + α2)x1 = a + δ(α), (1 + α2)x2 = a − δ(α)

et (1 + β2)x3 = a + δ(β), (1 + β2)x4 = a − δ(β) où nous notons δ(u) le

réel
√

r2(1 + u2)− u2a2 . On vérifie alors que les deux membres de (1) sont

égaux à 2(δ(α) + δ(β)).

Solution 3.7

Figure Sol. 3.7

Nous travaillerons dans un repère orthonormé d’origine O, centre de C, dans

lequel le centre O1 de C1 a pour coordonnées (a, 0). Si r est le rayon de C,

l’hypothèse d’orthogonalité des cercles C et C1 entraîne que le rayon de C1
est

√
a2 − r2, si bien que son équation est (x − a)2 + y2 = a2 − r2, soit

encore x2 + y2 − 2ax + r2 = 0. L’équation de C est bien sûr x2 + y2 = r2

et, pour des réels m,n, u, v avec m2 + n2 = u2 + v2 = r2, nous avons

A(m,n), B(−m,−n), U(u, v), V (u,−v). Comme U est aussi sur C1, nous

voyons d’ailleurs que u = r2

a . Des équations de AU et BV :

x(v − n)− y(u−m) = mv − nu et x(n− v)− y(u+m) = mv + nu,

nous déduisons par addition l’ordonnée yM de M : yM = −mv
u , puis son

abscisse xM :

xM =
m2v − nu2

u(v − n)
=

v(r2 − n2)− n(r2 − v2)

u(v − n)
=

r2 + nv

u
.

Nous trouvons alors x2M + y2M − 2axM + r2 = 1
u2 · δ avec

δ = (r2+nv)2+m2v2−2au(r2+nv)+ r2u2 = 2r4−2(aur2+auvn− r2nv)

(en tenant compte de m2+n2 = u2+ v2 = r2). Comme u = r2

a , on voit que

δ = 0. Nous pouvons conclure : M est un point de C1.
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Solution 4.1

Nous choisissons un repère orthonormé d’origine O et notons a et b les

affixes respectives de A et B. Les points C,D,M,N ont alors pour affixes

c = −a, d = −b, m = − b
2 , n = b−a

2 si bien que (AM = MN et AM ⊥
MN), équivalent à [

−−→
MA] = ±i[

−−→
MN ], l’est aussi à a + b

2 = ±i(b − a
2 ),

c’est-à-dire encore à a = ±ib comme on le voit en distinguant les deux cas

a+ b
2 = i(b− a

2 ) et a+ b
2 = −i(b− a

2 ). Géométriquement, l’égalité a = ±ib se

traduit par OA = OB et OA ⊥ OB, ce qui a lieu si et seulement si ABCD

est un carré. L’équivalence demandée en résulte.

Solution 4.2

Une solution algébrique de ce problème (par Pierre Bornsztein) se trouve

dans le numéro de Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem de

septembre 2002 pp. 294-5. En voici une solution géométrique.

Nous désirons écrire z sous la forme u+ v avec u− v et u
v imaginaires purs.

Désignons par Z,U, V les points d’affixes respectives z, u, v dans un repère

orthonormé d’origine O (avec O ̸= Z). La condition z = u + v indique

que OUZV est un parallélogramme ; u
v imaginaire pur signifie que OU et

OV sont perpendiculaires et u − v imaginaire pur que UV est parallèle à

l’axe des ordonnées. Ainsi, des points U, V convenables sont tels que OUZV

soit un rectangle dont la diagonale UV est parallèle à l’axe des ordonnées.

Si l’on pose z = 2a + i(2b) (avec a, b réels), les points U, V sont donc les

points d’intersection du cercle de diamètre OZ avec la droite d’équation

x = a. L’affixe de U (et V ) est donc de la forme a + iy où le réel y doit

vérifier |(a+ iy)− (a+ ib)| =
√
a2 + b2. Nous en tirons y = b±

√
a2 + b2 et

sommes ainsi conduits à u = a+ i(b+
√
a2 + b2) et v = a+ i(b−

√
a2 + b2).

Réciproquement, avec ces valeurs de u et v, nous avons bien z = u + v et

u− v, uv imaginaires purs (vérification immédiate).
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Solution 4.3

Figure Sol. 4.3

Sans perte de généralité, nous supposons que (A,
−−→
AB,

−→
AC) est un repère

orthonormé direct et nous appelons m l’affixe de M . Notons M ′ = T (M)

et M ′′ = R(M). L’affixe de M ′ est alors m′ = m + 1 et celle de M ′′ est

m′′ = im. Par suite, l’affixe de M1 est m1 = im′ = i(m + 1) et celle de

M2 est m2 = m′′ + 1 = im + 1. Le vecteur
−−−−→
M1M2 a donc pour affixe

m2 −m1 = im+ 1− i(m+ 1) = 1− i, qui est l’affixe du vecteur
−−→
CB. Ainsi

−−−−→
M1M2 =

−−→
CB et BCM1M2 est bien un parallélogramme.

Solution 4.4

Nous choisissons un repère orthonormé direct et appelons a, b, c, a′, b′, c′ les

affixes respectives de A,B,C,A′, B′, C ′.
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Figure Sol. 4.4

De la définition des points A′, B′, C ′ nous déduisons les relations

a′ = a+ i(b− c), b′ = b+ i(c− a), c′ = c+ i(a− b)

et de l’hypothèse AC ′ perpendiculaire à C ′B, l’existence d’un réel α tel que

a− c′ = αi(b− c′). À l’aide de c′ = c+ i(a− b), nous déduisons :

α =
a− c+ i(b− a)

a− b+ i(b− c)
.

Notons en passant que a− b+ i(b− c) ̸= 0 car sinon nous aurions |a− b| =
|b− c| et donc AB = BC, contrairement à l’hypothèse ABC non isocèle.

Maintenant, nous vérifions que

α =
a− c′

a′ − b
=

b′ − a

b− c′

et donc αa′ + c′ = αb + a = αc′ + b′. Il vient alors b′ − c′ = α(a′ − c′) et

donc
−−→
C ′B′ = α

−−→
C ′A′ et l’alignement de A′, B′, C ′ en résulte.

Notons le bonus : C′B′

C′A′ =
C′A
A′B = B′A

C′B .

Solution 4.5

Sans perte de généralité, nous supposons que le cercle de diamètre AB a

pour rayon 1 et que A et B ont pour affixes respectives −1 et 1. Pour les

autres points, nous notons par la minuscule z l’affixe du point Z.
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Figure Sol. 4.5

Par hypothèse, e = 1
2(c− 1), f = 1

2(c+ d), g = 1
2(d+ 1) et c = 1

c , d = 1
d

(puisque |c| = |d| = 1). Observons dès lors que

f

f
=

c+ d

c+ d
=

c+ d
1
c +

1
d

= cd.

Enfin, m+m = −2, n+ n = 2.

Maintenant, puisque ME ⊥ AF et NG ⊥ BF , on a

(m− e)(f + 1) + (m− e)(f + 1) = 0 (1)

(g − n)(f − 1) + (g − n)(f − 1) = 0 (2),

et l’on doit prouver MN ∥ CD, c’est-à-dire, m−n
d−c = m−n

d−c
, ce qui s’écrit

encore

(m− n) + cd(m− n) = 0 (3).

Par addition de (1) et (2), on obtient

(m− n)f + (m− n)f +
1

2
(d− c)f +

1

2
(d− c)f = 0.

En divisant par f , on arrive à

(m− n) + cd(m− n) +
1

2
(d− c) +

1

2

(
1

d
− 1

c

)
cd = 0

c’est-à-dire (3).
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Solution 4.6

Figure Sol. 4.6

Nous appelons F le point de contact du cercle inscrit γ avec le côté AB.

Nous supposons que γ est le cercle unité : le point I a donc pour affixe 0 et

les affixes respectives d, e, f des points D,E, F satisfont |d| = |e| = |f | = 1

(et donc d = 1
d , e = 1

e , f = 1
f ). Comme la droite AC est perpendiculaire

en E à IE, son équation est z−e
e = − z−e

e soit encore, en tenant compte de

e = 1
e , z+ e2z = 2e. Le point A satisfait cette équation ainsi que l’équation

z + f2z = 2f de AB. La résolution du système de ces deux équations

fournit l’affixe a de A : a = 2ef
e+f . Par permutation circulaire, nous obtenons

les affixes b et c de B et C : b = 2df
d+f , c =

2de
d+e . L’affixe w de W se trouve de

même en résolvant le système formé des équations z + dez = d+ e de DE

et z − efz = 0 de la bissectrice AI. On trouve w = f(d+e)
d+f d’où l’on déduit

w − a =
f(d− e)(f − e)

(d+ f)(e+ f)
, w − b =

f(e− d)

d+ f
.

Il ne reste plus qu’à contrôler que w−a
w−b est un imaginaire pur, autrement

dit que ce complexe est l’opposé de son conjugué. Or, nous voyons que
w−a
w−b = e−f

e+f dont le conjugué est

1
e −

1
f

1
e +

1
f

=
f − e

f + e
.

Ainsi, w−a
w−b = −w−a

w−b
et la conclusion s’ensuit.
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Notes.

(1) Le fait que e−f
e+f est un imaginaire pur résulte aussi de ce que le triangle

EIF est isocèle avec IE = IF [le vecteur joignant I au milieu de EF

d’affixe e+f
2 est orthogonal au vecteur

−−→
EF d’affixe f − e].

(2) Ce problème montre bien l’intérêt de considérer un cercle de la figure

comme cercle unité : ce choix simplifie beaucoup les calculs parce qu’alors

z = 1
z dès que le point d’affixe z est sur le cercle. Le cercle à choisir se trouve

être souvent le cercle circonscrit d’un triangle ou, comme dans ce problème,

le cercle inscrit.

Solution 4.7

Figure Sol. 4.7

Nous noterons j le complexe e
2πi
3 (ainsi j3 = 1, 1 + j + j2 = 0 et j = j2).

Nous utiliserons le résultat général suivant : si M,N,P ont pour affixes res-

pectives m,n, p, la relation P = RM (N) se traduit par [
−−→
MP ] = ei

π
3 [
−−→
MN ],

c’est-à-dire par p−m = (−j2)(n−m) ou finalement p = −jm− j2n.
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En appliquant ce résultat, nous obtenons

a′ = −cj − bj2, b′ = −aj − cj2, c′ = −bj − aj2.

Par suite, les affixes de Ω,Ω′,Ω′′ sont respectivement

ω =
1

3
(a+ b+ c′) =

1

3
(a(1− j2) + b(1− j)),

ω′ =
1

3
(b(1− j2) + c(1− j)) et ω′′ =

1

3
(c(1− j2) + a(1− j)).

On trouve alors ω + jω′ + j2ω′′ = 0, d’où ω = −jω′ − j2ω′′, c’est-à-dire

Ω = RΩ′(Ω′′). Le triangle ΩΩ′Ω′′ est donc équilatéral.

Des résultats ci-dessus, nous déduisons aussi 1
3(ω+ω′ +ω′′) = 1

3(a+ b+ c),

donc le centre du triangle ΩΩ′Ω′′ est le centre de gravité de ABC.

Notons maintenant w le complexe a + cj + bj2. Avec cette notation, nous

obtenons

a′ − a = −w, b′ − b = −jw, c′ − c = −j2w

d’où |a′ − a| = |b′ − b| = |c′ − c| = |w| et donc AA′ = BB′ = CC ′.

Comme nous venons de le voir, [
−−→
AA′] = −w et [

−−→
BB′] = −jw. Le quotient de

ces deux affixes n’étant pas réel, les vecteurs
−−→
AA′,

−−→
BB′ ne sont pas colinéaires

et donc les droites AA′ et BB′ sont sécantes. Maintenant, un point M

d’affixe z est sur la droite AA′ si et seulement si z−a
a′−a est réel, c’est-à-dire

z−a
w = z−a

w ou finalement (z − a)w = (z − a)w. De manière analogue, nous

obtenons les équations des droites BB′ et CC ′ : (z − b)j2w = (z − b)jw

et (z − c)jw = (z − c)j2w. En prenant pour M le point commun de AA′

et BB′, les deux premières équations sont satisfaites. Par addition, on voit

que la troisième est aussi satisfaite si bien que le point commun de AA′ et

BB′ est sur CC ′. Les droites AA′, BB′, CC ′ sont concourantes.
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